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UNIT-I

Outline

Topic-1: Vector Space (સĬદશ અવકાશ).

Topic-2: Subspaces (ઉપાવકાશ).

Topic-3: Span (િવસ્તૃિત).

Topic-4: Intersection, Addition and Direct Sum of Subspaces
(ઉપાવકાશો નો સરવાળો, બળૠત્યક્ષ સરવાળો અને છેદ).
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VECTOR SPACE (સĬદશ અવકાશ)
Vector Space
Definition (વ્યાખ્યા): જો ગણ V એકઅĬરક્ત ગણ હોય અને F વાસ્તિવક
સંખ્યાઓનું ક્ષેત્ર હોય, જો દરેક x, y ∈ V અને દરેક α ∈ F માટે x અને y
નો સરવાલો x + y તથા α અને x નો સĬદશ ગુણાકાર αx નીચે દશાર્વેલ
પૂવર્ધારણાઓનું સમથર્ન કરતુ હોય તો ગણ V ને સĬદશ અવકાશ કહે છે:
દરેક x, y, z ∈ V અને દરેક α, β ∈ F માટે,
V1 : x + y = y + x
V2 : (x + y) + z = x + (y + z)
V3 : x ∈ V માટે θ ∈ V, જથેી
x + θ = θ + x = x (અહીં θ ને શૂન્ય સĬદશ કહે છે.)
V4 : x ∈ V માટે θ ∈ V, જથેી
x + x′ = x′ + x = θ (અહીં x′ ને x નો િવરોધી સĬદશ કહે છે.)
V5 : α. (x + y) = α.x + α.y
V6 : (α + β) .x = α.x + β.x
V7 : (α.β) .x = α. (β.x) = β. (α.x)
V8 : 1.x = x, જ્યાં 1 એ ક્ષેત્ર F ની એકમ સંખ્યા છે.
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Continued...

Theorem based on Vector Space: (Rn)

Theorem 1 (બળૠમેય 1): ગણ Rn એ વાસ્તિવક સĬદશ અવકાશ છે, તેમ
સાિબત કરો.
Proof (સાિબતી): ધારો કે,
x = (x1, x2, x3, ...xn) ∈ Rn,
y = (y1, y2, y3, ...yn) ∈ Rn,
z = (z1, z2, z3, ...zn) ∈ Rn.
હવે (x, y, z) ∈ Rn અને (α, β) ∈ Rn સ્વીકારીશું.
V1 : x + y = y + x
LHS ⇔ x + y
= (x1, x2, x3, ...xn) + (y1, y2, y3, ...yn),
= (x1 + y1, x2 + y2, ...xn + yn),
= (y1 + x1, y2 + x2, ...yn + xn),
= (y1, y2, y3, ...yn) + (x1, x2, x3, ...xn),
= y + x ⇔ RHS.
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Continued...

Theorem based on Vector Space: (Rn)
V2 : (x + y) + z = x + (y + z)
LHS ⇔ (x + y) + z
= {(x1 + y1, x2 + y2, ...xn + yn)} + (z1, z2, z3, ...zn),
= {(x1 + y1) + z1, (x2 + y2) + z2, ... (xn + yn) + zn},
= {x1 + (y1 + z1) , x2 + (y2 + z2) , ...xn + (yn + zn)},
= (x1, x2, ...xn) + {(y1 + z1, y2 + z2, ...yn + zn)},
= x + (y + z) ⇔ RHS.
V3 : x + θ = θ + x = x
∵ θ = (0, 0, 0....0) ∈ Rn,
LHS ⇔ x + θ,
= (x1 + 0, x2 + 0, ...xn + 0),
= (x1, x2, ...xn),
= x.

LINEAR ALGEBRA-I



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Continued...

Theorem based on Vector Space: (Rn)
RHS ⇔ θ + x,
= (0 + x1, 0 + x2 + 0, ...0 + xn + 0),
= (x1, x2, ...xn),
= x.
∴ LHS=RHS.
V4 : x + x′ = x′ + x = θ
∵ x′ = (−x1, −x2, ... − xn),
LHS ⇔ x + x′,
= (x1, x2, ...xn) + (−x1, −x2, ... − xn),
= {x1 + (−x1) , x2 + (−x2) , ...xn + (−xn)},
= (0, 0, ...0),
= 0.
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Continued...

Theorem based on Vector Space: (Rn)
RHS ⇔ x′ + x,
= (−x1, −x2, ... − xn) + (x1, x2, ...xn),
= {(−x1) + x1, (−x2) + x2, ... (−xn) + xn},
= (0, 0, ...0),
= 0.
∴ LHS=RHS.
V5 : α. (x + y) = α.x + α.y
LHS ⇔ α. (x + y),
= α. {(x1, x2, x3, ...xn) + (y1, y2, y3, ...yn)}
= α. {(x1 + y1, x2 + y2, ...xn + yn)},
= {α. (x1 + y1) , α. (x2 + y2) , ...α. (xn + yn)},
= (α.x1, α.x2, ...α.xn) + (α.y1, α.y2, ...α.yn),
= α.x + α.y ⇔ RHS
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Continued...

Theorem based on Vector Space: (Rn)
V6 : (α + β) .x = α.x + β.x
LHS ⇔ (α + β) .x,
= (α + β) . {(x1, x2, x3, ...xn)},
= {(α + β) .x1, (α + β) .x2, ... (α + β) .xn},
= {(α.x1, α.x2, ...α.xn) + (β.x1, β.x2, β.xn)},
= {α. (x1, x2, ...xn) + β. (x1, +x2, xn)},
= α.x + β.x ⇔ RHS.
V7 : (α.β) .x = α. (β.x) = β. (α.x)
LHS ⇔ (α.β) .x,
= (α.β) . (x1, x2, x3, ...xn)
= {(α.β.x1) , (α.β.x2) , ... (α.β.xn)} (1)
= {α. (β.x1) , α. (β.x2) , ...α. (β.xn)}
= α. {(β.x1) , (β.x2) , ... (β.xn)}
= α. {β. (x1, x2, ...xn)}
= α. (β.x)
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Continued...

Theorem based on Vector Space: (Rn)
RHS ⇔ β. (α.x),
હવે સમીકરણ (1) પરથી,
= {β. (α.x1) , β. (α.x2) , ...β. (α.xn)},
= β. (α.x1, α.x2, ...α.xn),
= β. (α.x),
∴ (α.β) .x = α. (β.x) = β. (α.x)
V8 : 1.x = x
LHS ⇔ (1.x),
= 1. (x1, x2, x3, ...xn)
= (1.x1, 1.x2, ...1.xn)
= (x1, x2, x3, ...xn)
= x ⇔ RHS.
આમ Rn વાસ્તિવક સĬદશ અવકાશ હોવા માટેની ઉપરોક્ત આઠ
પૂવર્ધારણાઓનું સમથર્ન કરે છે. તેથી Rn એ વાસ્તિવક સĬદશ અવકાશ છે.
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Continued...

Properties of Vector Space
Theorem 2 (બળૠમેય 2): જો V એ વાસ્તિવક સĬદશ અવકાશ હોય અને θ
એ V નો શૂન્ય સĬદશ હોય તો સાિબત કરો કે,
(1) . x + y = y + x ⇒ y = z જ્યાં x, y, z ∈ V.
(2) . α.x = α.y ⇒ x = y જ્યાં x, y ∈ V. અને α ∈ R − {0} .
(3) . α.θ = θ જ્યાં α ∈ R.
(4) . (−1) .x = −x જ્યાં x ∈ V.

Proof (સાિબતી): (1) .
x + y = y + x, x, y, z ∈ V,
⇒ −x + (x + y) = −x + (x + z) ,
⇒ (−x + x) + y = (−x + x) + z,
⇒ θ + y = θ + z, (∵ θ ∈ V)
⇒ y = z.
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Continued...

Properties of Vector Space
(2) . દરેક x, y ∈ V. અને α ̸= 0 માટે
∴ α.x = α.y
⇒ α−1. (α.x) = α−1. (α.y) , ⇒

(
α−1.α

)
.x =

(
α−1.α

)
.y,

⇒ 1.x = 1.y,
⇒ x = y.

(3) . α ∈ R માટે,
α.θ = θ
⇒ α.θ = α. (θ + θ) ,
⇒ α.θ = α.θ + α.θ,
⇒ {− (α.θ)} + α.θ = {− (α.θ)} + (α.θ + α.θ) ,
⇒ θ = {− (α.θ) + (α.θ)} + α.θ,
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Continued...

Properties of Vector Space
⇒ θ = θ + α.θ,
⇒ θ = α.θ,
⇒ α.θ = θ.

(4) . (−1) .x = −x જ્યાં x ∈ V.
દરેક x ∈ V માટે,
∴ (−1) x + x,
⇒ (−1) x + 1.x,
⇒ (−1 + 1) x,
⇒ 0.x,
⇒ θ,
આમ,
(−1) .x = −x.
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Continued...

Examples
Example 1: ગણ R3 એ વાસ્તિવક સĬદશ અવકાશ છે, તેમ સાિબત કરો.
Proof: ધારો કે,
x = (x1, x2, x3) ∈ R3,
y = (y1, y2, y3) ∈ R3,
z = (z1, z2, z3) ∈ R3.
હવે (x, y, z) ∈ R3 અને (α, β) ∈ R3 સ્વીકારીશું.
V1 : x + y = y + x
LHS ⇔ x + y
= (x1, x2, x3) + (y1, y2, y3),
= (x1 + y1, x2 + y2, x3 + y3),
= (y1 + x1, y2 + x2, y3 + x3),
= (y1, y2, y3) + (x1, x2, x3),
= y + x ⇔ RHS.
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Continued...

Examples
V2 : (x + y) + z = x + (y + z)
LHS ⇔ (x + y) + z
= {(x1 + y1, x2 + y2, x3 + y3)} + (z1, z2, z3),
= {(x1 + y1) + z1, (x2 + y2) + z2, (x3 + y3) + z3},
= {x1 + (y1 + z1) , x2 + (y2 + z2) , x3 + (y3 + z3)},
= (x1, x2, x3) + {(y1 + z1, y2 + z2, y3 + z3)},
= x + (y + z) ⇔ RHS.
V3 : x + θ = θ + x = x
∵ θ = (0, 0, 0) ∈ R3,
LHS ⇔ x + θ,
= (x1 + 0, x2 + 0, x3 + 0),
= (x1, x2, x3),
= x.
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Continued...

Examples
RHS ⇔ θ + x,
= (0 + x1, 0 + x2 + 0, 0 + x3 + 0),
= (x1, x2, x3),
= x.
∴ LHS=RHS.
V4 : x + x′ = x′ + x = θ
∵ x′ = (−x1, −x2, −x3),
LHS ⇔ x + x′,
= (x1, x2, x3) + (−x1, −x2, −x3),
= {x1 + (−x1) , x2 + (−x2) , x3 + (−x3)},
= (0, 0, 0),
= 0.

LINEAR ALGEBRA-I



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Continued...

Examples
RHS ⇔ x′ + x,
= (−x1, −x2, −x3) + (x1, x2, x3) ,
= {(−x1) + x1, (−x2) + x2, (−x3) + x3} ,
= (0, 0, 0) ,
= 0.
∴ LHS=RHS.
V5 : α. (x + y) = α.x + α.y
LHS ⇔ α. (x + y) ,
= α. {(x1, x2, x3) + (y1, y2, y3)} ,
= α. {(x1 + y1, x2 + y2, x3 + y3)},
= {α. (x1 + y1) , α. (x2 + y2) , α. (x3 + y3)} ,
= (α.x1, α.x2, α.x3) + (α.y1, α.y2, α.y3) ,
= α.x + α.y ⇔ RHS
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Continued...

Examples
V6 : (α + β) .x = α.x + β.x
LHS ⇔ (α + β) .x,
= (α + β) . {(x1, x2, x3)} ,
= {(α + β) .x1, (α + β) .x2, (α + β) .x3} ,
= {(α.x1, α.x2, α.x3) + (β.x1, β.x2, β.x3)} ,
= {α. (x1, x2, x3) + β. (x1, +x2, x3)} ,
= α.x + β.x ⇔ RHS.
V7 : (α.β) .x = α. (β.x) = β. (α.x)
LHS ⇔ (α.β) .x,
= (α.β) . (x1, x2, x3) ,
= {(α.β.x1) , (α.β.x2) , (α.β.x3)} , (1)
= {α. (β.x1) , α. (β.x2) , α. (β.x3)} ,
= α. {(β.x1) , (β.x2) , (β.x3)} ,
= α. {β. (x1, x2, x3)} ,
= α. (β.x) ,
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Continued...

Examples
RHS ⇔ β. (α.x) ,
હવે સમીકરણ (1) પરથી,
= {β. (α.x1) , β. (α.x2) , β. (α.x3)} ,
= β. (α.x1, α.x2, α.x3) ,
= β. (α.x) ,
∴ (α.β) .x = α. (β.x) = β. (α.x)
V8 : 1.x = x
LHS ⇔ (1.x) ,
= 1. (x1, x2, x3) ,
= (1.x1, 1.x2, 1.x3) ,
= (x1, x2, x3) ,
= x ⇔ RHS.
આમ R3 વાસ્તિવક સĬદશ અવકાશ હોવા માટેની ઉપરોક્ત આઠ
પૂવર્ધારણાઓનું સમથર્ન કરે છે. તેથી R3 એ વાસ્તિવક સĬદશ અવકાશ છે.
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Continued...

Examples

Example 2: ગણ A2x2 =
{[

a b
c d

]
|a, b, c, d ∈ R

}
એ વાસ્તિવક

સĬદશ અવકાશ છે, તેમ સાિબત કરો.
Proof: ધારો કે,

x =
[
x1 x2
x3 x4

]
, x1, x2, x3, x4 ∈ R,

y =
[
y1 y2
y3 y4

]
, y1, y2, y3, y4 ∈ R,

z =
[
z1 z2
z3 z4

]
, z1, z2, z3, z4 ∈ R.

અને

α ∈ F, x =
[
x1 x2
x3 x4

]
, x ∈ A2x2, ⇒ α.x =

[
αx1 αx2
αx3 αx4

]
.
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Examples
V1 : x + y = y + x
LHS ⇔ x + y,

=
[
x1 x2
x3 x4

]
+

[
y1 y2
y3 y4

]
,

=
[
x1 + y1 x2 + y2
x3 + y3 x4 + y4

]
,

=
[
y1 + x1 y2 + x2
y3 + x3 y4 + x4

]
,

=
[
y1 y2
y3 y4

]
+

[
x1 x2
x3 x4

]
,

= y + x ⇔ RHS.
V2 : (x + y) + z = x + (y + z)
LHS ⇔ (x + y) + z,
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Continued...

Examples

=
{[

x1 x2
x3 x4

]
+

[
y1 y2
y3 y4

]}
+

[
z1 z2
z3 z4

]
,

=
{[

x1 + y1 x2 + y2
x3 + y3 x4 + y4

]}
+

[
z1 z2
z3 z4

]
,

=
[
(x1 + y1) + z1 (x2 + y2) + z2
(x3 + y3) + z3 (x4 + y4) + z4

]
,

=
[
x1 + (y1 + z1) x2 + (y2 + z2)
x3 + (y3 + z3) x4 + (y4 + z4)

]
,

=
[
x1 x2
x3 x4

]
+

{[
y1 + z1 y2 + z2
y3 + z3 y4 + z4

]}
,

=
[
x1 x2
x3 x4

]
+

{[
y1 y2
y3 y4

]
+

[
z1 z2
z3 z4

]}
,

= x + (y + z) ⇔ RHS.
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Continued...

Examples
V3 : x + θ = θ + x = x

∵ θ = 0 =
[
0 0
0 0

]
∈ A2x2,

∴ LHS ⇔ x + 0 =
[
x1 x2
x3 x4

]
+

[
0 0
0 0

]
=

[
x1 x2
x3 x4

]
= x,

&, RHS ⇔ 0 + x =
[
0 0
0 0

]
+

[
x1 x2
x3 x4

]
=

[
x1 x2
x3 x4

]
= x,

⇒ LHS=RHS.
V4 : x + x′ = x′ + x = θ

∵ x′ = −x =
[
−x1 −x2
−x3 −x4

]
∈ A2x2,

∴ LHS ⇔ x + (−x) =
[
x1 x2
x3 x4

]
+

[
−x1 −x2
−x3 −x4

]
=

[
0 0
0 0

]
= 0 = θ,
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Continued...

Examples

&, RHS ⇔ (−x)+x =
[
−x1 −x2
−x3 −x4

]
+

[
x1 x2
x3 x4

]
=

[
0 0
0 0

]
= 0 = θ,

⇒ LHS=RHS.
V5 : α. (x + y) = α.x + α.y
LHS ⇔ α. (x + y) ,

= α

{[
x1 x2
x3 x4

]
+

[
y1 y2
y3 y4

]}
,

= α

[
x1 + y1 x2 + y2
x3 + y3 x4 + y4

]
,

=
[
α (x1 + y1) α (x2 + y2)
α (x3 + y3) α (x4 + y4)

]
,

=
[
αx1 + αy1 αx2 + αy2
αx3 + αy3 αx4 + αy4

]
,
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Continued...

Examples

=
[
αx1 αx2
αx3 αx4

]
+

[
αy1 αy2
αy3 αy4

]
,

= α

[
x1 x2
x3 x4

]
+ α

[
y1 y2
y3 y4

]
,

= αx + αy ⇔ RHS.
V6 : (α + β) .x = α.x + β.x
LHS ⇔ (α + β) .x,

= (α + β)
[
x1 x2
x3 x4

]
,

=
[
(α + β) x1 (α + β) x2
(α + β) x3 (α + β) x4

]
,

=
[
αx1 + βx1 αx2 + βx2
αx3 + βx3 αx4 + βx4

]
,
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Continued...
Examples

=
[
αx1 αx2
αx3 αx4

]
+

[
βx1 βx2
βx3 βx4

]
,

= αx + βx ⇔ RHS.
V7 : (α.β) .x = α. (β.x) = β. (α.x)
LHS ⇔ (α.β) .x,

= (α.β)
[
x1 x2
x3 x4

]
,

=
[
(α.β) x1 (α.β) x2
(α.β) x3 (α.β) x4

]
, (1)

=
[
α. (βx1) α. (βx2)
α. (βx3) α. (βx4)

]
,

= α.

[
(βx1) (βx2)
(βx3) (βx4)

]
,

= α. (βx) ,
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Continued...

Examples
RHS ⇔ β. (α.x) ,
હવે સમીકરણ (1) પરથી,

=
[
β. (αx1) β. (αx2)
β. (αx3) β. (αx4)

]
,

= β.

[
(αx1) (αx2)
(αx3) (αx4)

]
,

= β. (αx) ,
∴ (α.β) .x = α. (β.x) = β. (α.x) .
V8 : 1.x = x
LHS ⇔ 1.x,

= 1.

[
x1 x2
x3 x4

]
,

=
[
1.x1 1.x2
1.x3 1.x4

]
,
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SUBSPACE (ઉપાવકાશ)

Subspace

=
[
x1 x2
x3 x4

]
,

= x ⇔ RHS.
આમ A2x2 વાસ્તિવક સĬદશ અવકાશ હોવા માટેની ઉપરોક્ત આઠ
પૂવર્ધારણાઓનું સમથર્ન કરે છે. તેથી A2x2 એ વાસ્તિવક સĬદશ અવકાશ
છે.
Subspace (ઉપાવકાશ): જો વાસ્તિવક સĬદશ અવકાશ V નો અĬરક્ત
ઉપગણ S હોય અને તેમજ V ની ગિણતીય બળૠĬગળૠયાઓ હેઠણ સĬદશ અવકાશ
બને તો S ને V નો ઉપાવકાશ કહેવામાં આવે છે.
અĬરક્ત ઉપગણ S વાસ્તિવક સĬદશઅવકાશ V નો ઉપાવકાશ બને તે માટેની
આવશ્યક અને પયાર્બૠ શરત:
(1). દરેક x, y ∈ S માટે x + y ∈ S,
(2). દરેક α ∈ F, x ∈ S માટે α.x ∈ S.
∴ દરેક x, y ∈ S & α, β ∈ F ⇒ αx + βy ∈ S.
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Continued...

Theorem
Theorem (બળૠમેય): જોવાસ્તિવક સĬદશઅવકાશ V ના કોઇ બે ઉપાવકાશો
A અને B હોય તો A ∩ B પણ V નો ઉપાવકાશ છે.
Proof (સાિબતી): અહીં A અને B એ V ના બે ઉપાવકાશો છે.
∴ A ⊂ V, B ⊂ V ⇒ A ∩ B ⊂ V.
જો θ એ V નો શૂન્ય સĬદશ હોય તો,
θ ∈ A & θ ∈ B ⇒ θ ∈ A ∩ B, આમ A ∩ B ≠ ϕ.
હવે, દરેક x, y ∈ A ∩ B ⇒ x, y ∈ A & x, y ∈ B.
∵ A અને B ઉપાવકાશ છે, તેથી
x + y ∈ A & x + y ∈ B ⇒ x + y ∈ A ∩ B. (1)
તથા, દરેક α ∈ F અને દરેક x ∈ A ∩ B ⇒ α ∈ F, x ∈ A & y ∈ B.
∵ પણ A અને B એ V ના ઉપાવકાશો હોવાથી,
α.x ∈ A & α.y ∈ B ⇒ α.x ∈ A ∩ B. (2)
હવે સમીકરણ (1) અને (2) પરથી, A ∩ B એ V નો ઉપાવકાશ છે.
Note: A ∪ B એ V નો ઉપાવકાશ ન હોય.
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Continued...

Examples
Example 1: જો a, b, c ∈ R તો W = (x1, x2, x3) ∈ R3|ax1 + bx2 +
cx3 = 0 એ વાસ્તિવક સĬદશ અવકાશ R3 નો ઉપાવકાશ છે, તેમ સાિબત
કરો.
Proof: અહીં W =

{
(x1 + x2 + x3) ∈ R3|ax1 + bx2 + cx3 = 0

}
જ્યાં

a, b, c ∈ R.
∵ a.0 + b.0 + c.0 = 0 ⇒ (0, 0, 0) ∈ W ⇒ W ̸= ϕ.
હવે x = (x1, x2, x3) , y = (y1, y2, y3) અને α, β ∈ R લેતાં,
α.x + β.y
= α (x1, x2, x3) + β (y1, y2, y3) ,
= (αx1 + βy1, αx2 + βy2, αx3 + βy3) ∈ R3, અને
a (αx1 + βy1) + b (αx2 + βy2) + c (αx3 + βy3) ,
= α (ax1 + bx2 + cx3) + β (ay1 + by2 + cy3) ,
= α.0 + β.0, (∵ ax1 + bx2 + cx3 = 0)
= 0.
આમ, α.x + β.y ∈ W. તેથી W એ R3 નો ઉપાવકાશ છે.
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SPAN OR LINEAR SPAN (િવસ્તૃિત)
Span or Linear Span
Statement (વ્યાખ્યા): ધારો કે V એ વાસ્તિવક સĬદશ અવકાશ છે અને S
એ V નો કોઇ અĬરક્ત ઉપગણ છે. ગણ S ના ઘટકોના સાન્ત ગણના બધા
જ સુરેખ સંયોજનોના ગણને ગણ S ની સુરેખ િવસ્તૃિત કહે છે. જનેે સંકેતમાં
[S] અથવા SpS વડે દશાર્વવામાં આવે છે. આમ,
[S] = {α1x1 + α2x2 + ...αnxn, x1, x2, ...xn ∈ S, α1, α2, ...αn ∈ R} .
Theorem 1 (બળૠમેય 1): સĬદશ અવકાશ V ના કોઇ અĬરક્ત ઉપગણ S નો
સુરેખ િવસ્તૃિત ગણ એ V નું એક ઉપાવકાશ છે. વધુમાં, તે S ને સમાવતું
નાનામાં નાનું ઉપાવકાશ છે.
Proof (સાિબતી): S નો િવસ્તૃિત ગણ
[S] = {α1x1 + α2x2 + ...αnxn, x1, x2, ...xn ∈ S, α1, α2, ...αn ∈ R} .
અહીં S ⊂ V તથા S ̸= ϕ. ધારો કે x, y ∈ S અને α ∈ R,
∴ x = α1x1 + α2x2 + ...αmxm, x1, x2, ...xm ∈ S, α1, α2, ...αm ∈ R,
& y = β1y1 + β2y2 + ...βtyt, y1, y2, ...yt ∈ S, β1, β2, ...βt ∈ R.
જે S ના સાન્ત ઘટકો નું સુરેખ સંયોજન છે.
∴ x + y ∈ [S] .
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Continued...

Theorem
તે જ રીતે ,

α.x = α (α1x1 + α2x2 + ... + αmxm) ,

= (αα1) x1 + (αα2) x2 + ... + (ααm) xm.

જે S ના સાન્ત ઘટકો નું સુરેખ સંયોજન છે.
⇒ α.x ∈ [S] .
∴ [S] એ V નું એક ઉપાવકાશ છે.
x ∈ S ⇒ x = 1.x,
જે S ના સાન્ત ઘટકો નું સુરેખ સંયોજન છે.
⇒ x ∈ [S] ,
⇒ S ⊂ [S] .
તેથી [S] એ ગણ S ને સમાવતું V નું ઉપાવકાશ છે. હવે જો W એ ગણ S ને
સમાવતું V નું ઉપાવકાશ હોય તો,
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Continued...

Linear Combination
x ∈ [S] ,
⇒ x = α1x1 + α2x2 + ...αnxn, x1, x2, ...xn ∈ S, α1, α2, ...αn ∈ R,
∵ S ⊂ W,
∴ x1, x2, ...xn ∈ W, α1, α2, ...αn ∈ R,
વણી, W એ V નું ઉપાવકાશ હોવાથી, x = α1x1 + α2x2 + ...αnxn ∈ W.
આમ, [S] જ્યાં W એ ગણ S ને સમાવતું V નું ઉપાવકાશ છે.
તેથી [S] ⊂ W એ S ને સમાવતું નાનામાં નાનું ઉપાવકાશ છે.

Statement (વ્યાખ્યા): જો સĬદશ અવકાશ V ના n સĬદશો
x1, x2, ...xn હોય તથા α1, α2, ...αn ∈ R એ n અĬદશો હોય તો સĬદશ
α1x1 + α2x2 + ...αnxn ને સĬદશો x1, x2, ...xn નું સુરેખ સંયોજન કહે છે.
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Continued...

Theorem
Theorem 2 (બળૠમેય 2): જો A અને B એ સĬદશ અવકાશ V ના ઉપગણ
હોય,
(1) . A ⊂ B ⇒ [A] ⊂ [B] ,
(2) . [[A]] = A.
Proof (સાિબતી): ધારો કે,
A = x1, x2, ...xm,
B = x1, x2, ...xn.
(1) . ધારો કે x ∈ [A], તેથી
x = α1x1 + α2x2 + ...αmxm, x1, x2, ...xm ∈ A, α1, α2, ...αm ∈ R.
∵ x = α1x1 + α2x2 + ...αmxm + 0.xm+1 + ... + 0.xn,
તેથી, x ∈ [B] .
∴ x ∈ [A] ⇒ x ∈ [B] ,
⇒ [A] ⊂ [B] .
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INTERSECTION, ADDITION AND DIRECT SUM
OF SUBSPACES (ઉપાવકાશો નો સરવાળો, બળૠત્યક્ષ
સરવાળો અને છેદ)

Theorem
(2) . [[A]] = A.
ધારો કે,
[A] = B
હવે [A] એ V નું ઉપાવકાશ છે. તેથી B એ V નું ઉપાવકાશ છે.
∴ [B] = B,
⇒ [[A]] = [A] = A.
Theorem 1 (બળૠમેય 1): જો સĬદશ અવકાશ V ના ઉપાવકાશો A અને B
હોય તો સાિબત કરો કે A + B પણ V નું એક ઉપાવકાશ છે.
Proof (સાિબતી): ધારો કે, A અને B એ સĬદશ અવકાશ V ના ઉપાવકાશો
છે, અને x, y ∈ A + B. તેથી ધારો કે,
x = x1 + x2, x1 ∈ A, x2 ∈ B,
y = y1 + y2, y1 ∈ A, y2 ∈ B.
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Continued...

Theorem
હવે, α, β ∈ F માટે,
αx + βy = α (x1 + x2) + β (y1 + y2) ,
αx + βy = (αx1 + βy1) + (αx2 + βy2) ,
અહીં x1, y1 ∈ A, x2, y2 ∈ B, A, B એ ઉપાવકાશો છે, તેથી z1, z2 ∈ A+B,
⇒ z1 = x1 + y1 & z2 = x2 + x2 જ્યાં x1, y1 ∈ A, x2, y2 ∈ B,
⇒ z1 + z2 = (x1 + y1) + (x2 + y2) ,
⇒ z1 + z2 = (x1 + x2) + (y1 + y2) ,
⇒ z1 + z2 ∈ A + B.
તથા α ∈ F માટે,
α.z1 = α (x1 + x2) = αx1 + αx2 ∈ A + B,
જ્યાં αx1 ∈ A અને αy1 ∈ B.
⇒ A + B એ સĬદશ અવકાશ V નું એક ઉપાવકાશ છે.
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Continued...

Theorem
Theorem (બળૠમેય) 2: જોસĬદશ અવકાશ V ના ઉપાવકાશો A અને B હોય
તો સાિબત કરો કે [A ∪ B] = A + B.
Proof (સાિબતી): ધારો કે, A અને B એ સĬદશ અવકાશ V ના ઉપાવકાશો
છે. હવે z ∈ A + B,
⇒ z = x + y, x ∈ A, y ∈ B,
⇒ z = 1.x + 1.y, x, y ∈ A ∪ B,
⇒ z ∈ [A ∪ B] , તેથી A + B ⊂ [A ∪ B] ,
⇒ z = α1x1 + α2x2 + ... + αnxn + β1y1 + β2y2 + ... + βmym,
⇒ z = x + y,
જ્યાં α1x1 + α2x2 + ... + αnxn ∈ A,
& β1y1 + β2y2 + ... + βmym ∈ B,
⇒ z ∈ A + B,
∴ [A ∪ B] ⊂ A + B,
⇒ [A ∪ B] = A + B.
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Continued...

Direct Sum
Statement (વ્યાખ્યા): જો w1, w2 એ સĬદશ અવકાશ V નો ઉપાવકાશો
હોય અને w1 ∩ w2 = {0} થાય તો w1 + w2 ને ઉપાવકાશો w1 અને w2
નું બળૠત્યક્ષ સરવાળૉ કહેવામાં આવે છે. જનેે સંકેતમાં w1⊕w2 વડે દશાર્વાય છે.

Theorem (બળૠમેય) 3: જો w1, w2 એ સĬદશ અવકાશ w નો ઉપાવકાશો
હોય તેમજ w = w1 + w2 થાય અને જો કોઇપણ z ∈ w માટે z = x + y જ્યાં
x ∈ w1, y ∈ w2 ના સ્વરૂપે અનન્ય રીતે અિભવ્યક્ત કરી શકાય તો અને તો
જ w = w1 ⊕ w2.
Proof (સાિબતી): ભાગ 1: અહીં w = w1 + w2, z = x + y જ્યાં x ∈ w1,
y ∈ w2 અનન્ય રીતે અિભવ્યક્ત કરી શકાય છે તો આપણે સાિબત કરીશું કે,
w = w1 ⊕ w2 ⇒ w1 ∩ w2 = {0} .
ધારો કે u ̸= 0 અને u ∈ w1 ∩ w2,
⇒ u ∈ w1 અને u ∈ w2, હવે u ∈ w માટે
u = u + 0 ⇒ u ∈ w1, 0 ∈ w2,
u = 0 + u ⇒ 0 ∈ w1, u ∈ w2.
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Continued...

Theorem
∴ આપણી ધારણા u ̸= 0 અને u ∈ w1 ∩ w2 ખોટી છે.
⇒ w1 ∩ w2 = {0} ,
⇒ w = w1 ⊕ w2.
ભાગ 2: અહીં w = w1 ⊕ w2 આપેલ છે. આપણે સાિબત કરીશું કે કોઇ પણ
z ∈ w ને x ∈ w1 અને y ∈ w2 નૠારા અનન્ય રીતે અિભવ્યક્ત કરી શકાય છે.
ધારો કે,
z = x + y, x ∈ w1, y ∈ w2, અને
z = x′ + y′, x′ ∈ w1, y′ ∈ w2,
⇒ x + y = x′ + y′,
⇒ x − x′ = y − y′,
⇒ x − x′ ∈ w1 ∩ w2 = {0} & y − y′ ∈ w1 ∩ w2 = {0} ,
⇒ x − x′ = 0 & y − y′ = 0,
⇒ x = x′ & y = y′.
આપણી ધારણા z = x + y & z = x′ + y′ ખોટી છે. તેથી z ∈ w ને x ∈ w1
અને y ∈ w2 નૠારા અનન્ય રીતે અિભવ્યક્ત કરી શકાય છે.
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